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Анотацiя. Розглянуто обернену задачу для одновимiрного парабо-
лiчного рiвняння з невiдомим старшим коефiцiєнтом, що залежить
вiд часу, в областi, невiдома межа якої слабко вироджується в поча-
тковий момент часу. Встановлено умови iснування та єдиностi кла-
сичного розв’язку вказаної задачi.
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Вступ
При вивченнi багатьох практично важливих процесiв виникають
оберненi задачi для рiвнянь з частинними похiдними в областях з
вiльними межами. Деякi типи таких задач було розглянуто в пра-
цях [1–4]. Дослiдження цих задач в окремих випадках ускладню-
ється виродженням рiвняння або вiльної межi [5]. Оберненi задачi
для параболiчних рiвнянь з виродженням вивчались, зокрема, у пра-
цях [6–8]. Аналогiчнi задачi в областях з вiльними межами дослiдже-
но в [9]. Крайову задачу для рiвняння теплопровiдностi в областi з
вiльною межею, яка вироджується в початковий момент часу, роз-
глянуто в [10].
У данiй роботi дослiджується обернена задача для одновимiрного
параболiчного рiвняння з невiдомим залежним вiд часу старшим кое-
фiцiєнтом в областi з вiльною межею, що вироджується в початковий
момент часу. Показано, що у випадку степеневого виродження межi
цю задачу можна звести до рiвняння зi степеневим виродженням у
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вiдомiй трикутнiй областi. У випадку слабкого виродження встанов-
лено умови iснування та єдиностi розв’язку.
1. Формулювання задачi
В областi QT ≡ {(x, t) : 0 < x < tβh˜(t), 0 < t < T} розглянемо
обернену задачу для параболiчного рiвняння
ut = a˜(t)uxx + b˜(x, t)ux + c˜(x, t)u+ f˜(x, t) (1.1)
з умовами
u(0, t) = µ1(t), u(t
βh˜(t), t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (1.2)
a˜(t)ux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ], (1.3)
tβ h˜(t)∫
0
u(x, t) dx = µ4(t), t ∈ [0, T ], (1.4)
де β > 0 — задане число, (h˜(t), a˜(t), u(x, t)), a˜(t) > 0, h˜(t) > 0, t ∈
[0, T ] — невiдомi.
Замiною y = x
h˜(t)
, σ = tβ зведемо задачу (1.1)–(1.4) до оберненої
задачi для параболiчного рiвняння з виродженням:
vσ =
σ
1−β
β a(σ)
βh2(σ)
vyy +
βyh′(σ) + σ
1−β
β b(yh(σ), σ)
βh(σ)
vy
+
σ
1−β
β
β
(
c(yh(σ), σ)v + f(yh(σ), σ)
)
, (y, σ) ∈ QT1 , (1.5)
v(0, σ) = ν1(σ), v(σ, σ) = ν2(σ), σ ∈ [0, T1], (1.6)
a(σ)vy(0, σ) = h(σ)ν3(σ), σ ∈ [0, T1], (1.7)
h(σ)
σ∫
0
v(y, σ) dy = ν4(σ), σ ∈ [0, T1], (1.8)
де QT1 = {(y, σ) : 0 < y < σ, 0 < σ < T1}, T1 = T β , v(y, σ) =
u(yh˜(σ
1
β ), σ
1
β ), a(σ) = a˜(σ
1
β ), h(σ) = h˜(σ
1
β ), b(yh(σ), σ) = b˜(yh˜(σ
1
β ),
σ
1
β ), c(yh(σ), σ) = c˜(yh˜(σ
1
β ), σ
1
β ), f(yh(σ), σ) = f˜(yh˜(σ
1
β ), σ
1
β ), νi(σ)
= µi(σ
1
β ), i = 1, 4. Очевидно, що задачi (1.1)–(1.4) та (1.5)–(1.8) еквi-
валентнi. Зауважимо, що у випадку β > 12 виродження рiвняння (1.5)
є слабким. Саме цей випадок розглядатимемо надалi.
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2. Крайова задача для рiвняння теплопровiдностi
в трикутнiй областi
Розглянемо таку допомiжну задачу:
ut = a(t)t
γuxx + f(x, t), 0 < x < t, 0 < t < T, (2.1)
u(0, t) = µ1(t), u(t, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ]. (2.2)
Якщо 0 < γ < 1, a ∈ C[0, T ], a(t) > 0, t ∈ [0, T ], µi ∈ C[0, T ], i = 1, 2,
µ1(0) = µ2(0), f ∈ C([0, t] × [0, T ]), причому функцiя f(x, t) задо-
вольняє умову Гельдера по x, то розв’язок задачi (2.1), (2.2) з класу
C2,1((0, t)× (0, T )) ∩ C([0, t]× [0, T ]) можна подати у виглядi [11]
u(x, t) =
t∫
0
Gξ(x, t, 0, τ)a(τ)µ1(τ) dτ −
t∫
0
Gξ(x, t, τ, τ)a(τ)µ2(τ) dτ
+
t∫
0
τ∫
0
G(x, t, ξ, τ)f(ξ, τ) dξdτ, (2.3)
де G(x, t, ξ, τ) — функцiя Грiна задачi (2.1), (2.2), яку можна знайти
у виглядi
G(x, t, ξ, τ) = G0(x, t, ξ, τ) +
t∫
τ
dσ
σ∫
0
G0(x, t, η, σ)Φ(η, σ, ξ, τ) dη.
Тут
G0(x, t, ξ, τ) =
1
2
√
pi(θ(t)− θ(τ))
∞∑
n=−∞
(
exp
(
−(x− ξ + 2nt)
2
4(θ(t)− θ(τ))
)
−
− exp
(
−(x+ ξ + 2nt)
2
4(θ(t)− θ(τ))
))
, θ(t) =
t∫
0
a(τ)τγ dτ,
а функцiя Φ(x, t, ξ, τ) є розв’язком рiвняння
Φ(x, t, ξ, τ) = −LG0(x, t, ξ, τ)−
t∫
τ
dσ
σ∫
0
LG0(x, t, η, σ)Φ(η, σ, ξ, τ) dη,
в якому L = ∂∂t − a(t)tγ ∂
2
∂x2
.
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3. Iснування розв’язку задачi (1.1)–(1.4)
Дослiдження iснування розв’язку задачi (1.1)–(1.4) проведемо ок-
ремо для випадкiв 12 < β ≤ 1 та β > 1.
Теорема 3.1. Нехай при 12 < β ≤ 1 виконуються наступнi припу-
щення:
(A1) µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, 4, µ3 ∈ C[0, T ], µ′i(t) = λi(t)tβ−1, λi ∈
C[0, T ], i = 1, 2; функцiї b˜, c˜, f˜ ∈ C([0,∞) × [0, T ]) задоволь-
няють локально умову Гельдера по x з показником α ∈ (0, 1)
рiвномiрно вiдносно t ∈ [0, T ];
(A2) µi(t) > 0, i = 1, 2, 3, µ4(t) = µ0(t)t
β , µ0(t) > 0, t ∈ [0, T ], f˜(x, t)
≥ 0, c˜(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ [0,∞)× [0, T ], λ2(t) > λ1(t), t ∈ [0, T ];
(A3) µ1(0) = µ2(0).
Тодi iснує принаймнi один розв’язок (h˜(t), a˜(t), u(x, t)) задачi (1.1)–
(1.4), визначений при 0 ≤ x ≤ h˜(t), 0 ≤ t ≤ T0, який належить до
класу C1(0, T0] ∩ C[0, T0] × C[0, T0] × C2,1(QT0) ∩ C1,0(QT0), де число
T0, 0 < T0 ≤ T визначається вихiдними даними задачi.
Доведення. Внаслiдок еквiвалентностi задач (1.1)–(1.4) та (1.5)–(1.8)
достатньо довести iснування розв’язку останньої задачi. Замiною не-
вiдомої функцiї v(y, σ) = v˜(y, σ)+ν1(σ)+
y
σ (ν2(σ)−ν1(σ)) зведемо цю
задачу до такої:
v˜σ =
σ
1−β
β a(σ)
βh2(σ)
v˜yy +
βyh′(σ) + σ
1−β
β b(yh(σ), σ)
βh(σ)
v˜y
+
σ
1−β
β
β
(
c(yh(σ), σ)v˜ + f(yh(σ), σ)
)− ν ′1(σ)− yσ (ν ′2(σ)− ν ′1(σ))
+
y
σ2
(ν2(σ)− ν1(σ)) + (ν2(σ)− ν1(σ))(βyh
′(σ) + σ
1−β
β b(yh(σ), σ))
βσh(σ)
+
σ
1−β
β
β
c(yh(σ), σ)
(
ν1(σ) +
y
σ
(ν2(σ)− ν1(σ))
)
, (y, σ) ∈ QT1 , (3.1)
v˜(0, σ) = v˜(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1]. (3.2)
Використовуючи функцiю Грiна задачi
vσ =
σ
1−β
β a(σ)
βh2(σ)
vyy, (y, σ) ∈ QT1 , (3.3)
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v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1], (3.4)
зведемо задачу (3.1), (3.2) до iнтегро-диференцiального рiвняння
v˜(y, σ) =
σ∫
0
dτ
τ∫
0
G(y, σ, η, τ)
(
βηh′(τ) + τ
1−β
β b(ηh(τ), τ)
βh(τ)
v˜η(η, τ)
+
τ
1−β
β
β
(
c(ηh(τ), τ)v˜(η, τ) + f(ηh(τ), τ)
)− ν ′1(τ)− ητ (ν ′2(τ)− ν ′1(τ))
+
η
τ2
(ν2(τ)− ν1(τ)) + (ν2(τ)− ν1(τ))(βηh
′(τ) + τ
1−β
β b(ηh(τ), τ))
βτh(τ)
+
τ
1−β
β
β
c(ηh(τ), τ)
(
ν1(τ) +
η
τ
(ν2(τ)− ν1(τ))
))
dη, (y, σ) ∈ QT1 .
Повертаючись до функцiї v(y, σ), отримаємо:
v(y, σ) = ν1(σ) +
y
σ
(ν2(σ)− ν1(σ))
+
σ∫
0
dτ
τ∫
0
G(y, σ, η, τ)
(
vη(η, τ)
βηh′(τ) + τ
1−β
β b(ηh(τ), τ)
βh(τ)
+
τ
1−β
β
β
(
c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)
)− ν ′1(τ)− ητ (ν ′2(τ)
− ν ′1(τ)) +
η
τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))
)
dη, (y, σ) ∈ QT1 . (3.5)
Встановимо оцiнку функцiї v(y, σ) знизу. Позначимо через v0(y, σ)
розв’язок задачi
vσ =
σ
1−β
β a(σ)
βh2(σ)
vyy +
βyh′(σ) + σ
1−β
β b(yh(σ), σ)
βh(σ)
vy
+
σ
1−β
β
β
c(yh(σ), σ)v, (y, σ) ∈ QT1 , (3.6)
v(0, σ) = ν1(σ), v(σ, σ) = ν2(σ), 0 ≤ σ ≤ T1, (3.7)
а через v̂(y, σ) — розв’язок задачi
vσ =
σ
1−β
β a(σ)
βh2(σ)
vyy +
βyh′(σ) + σ
1−β
β b(yh(σ), σ)
βh(σ)
vy
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+
σ
1−β
β
β
(
c(yh(σ), σ)v + f(yh(σ), σ)
)
, (y, σ) ∈ QT1 , (3.8)
v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, 0 ≤ σ ≤ T1. (3.9)
Тодi
v(y, σ) = v0(y, σ) + v̂(y, σ). (3.10)
З принципу максимуму [12, розд. 2] отримуємо
v0(y, σ) ≥ C1min
{
min
[0,T ]
µ1(t),min
[0,T ]
µ2(t)
}
= M1 > 0, (y, σ) ∈ QT1 .
Оскiльки з умов теореми випливає, що v̂(y, σ) ≥ 0, то
v(y, σ) ≥M1 > 0, (y, σ) ∈ QT1 . (3.11)
Зважаючи на це, рiвняння (1.8) подамо у виглядi
h(σ) =
ν4(σ)
σ∫
0
v(y, σ) dy
, σ ∈ (0, T1]. (3.12)
Позначимо w(y, σ) ≡ vy(y, σ), p(σ) ≡ σh′(σ) i зведемо рiвняння
(3.5) до системи iнтегральних рiвнянь
v(y, σ) = ν1(σ) +
y
σ
(ν2(σ)− ν1(σ))
+
σ∫
0
dτ
τ∫
0
G(y, σ, η, τ)
((
ηp(τ)
τh(τ)
+
τ
1−β
β b(ηh(τ), τ)
βh(τ)
)
w(η, τ)
+
τ
1−β
β
β
(
c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)
)− ν ′1(τ)− ητ (ν ′2(τ)
− ν ′1(τ)) +
η
τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))
)
dη, (y, σ) ∈ QT1 , (3.13)
w(y, σ) =
ν2(σ)− ν1(σ)
σ
+
σ∫
0
dτ
τ∫
0
Gy(y, σ, η, τ)
((
ηp(τ)
τh(τ)
+
τ
1−β
β b(ηh(τ), τ)
βh(τ)
)
w(η, τ)
+
τ
1−β
β
β
(
c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)
)− ν ′1(τ)− ητ (ν ′2(τ)
− ν ′1(τ)) +
η
τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))
)
dη, (y, σ) ∈ QT1 . (3.14)
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З умови (1.7) маємо рiвняння
a(σ)w(0, σ) = h(σ)ν3(σ), σ ∈ [0, T1]. (3.15)
Диференцiюючи умову (1.8) та використовуючи (1.5), отримаємо рiв-
няння
p(σ) =
1
ν2(σ)
(
ν ′4(σ)− h(σ)ν2(σ)−
σ
1−β
β a(σ)
βh(σ)
(w(σ, σ)− w(0, σ))
− σ
1−β
β
β
σ∫
0
(
b(yh(σ), σ)w(y, σ) + h(σ)(c(yh(σ), σ)v(y, σ)
+ f(yh(σ), σ))
)
dy
)
, σ ∈ (0, T1]. (3.16)
Отже, задачу (1.5)–(1.8) зведено до системи iнтегральних рiвнянь
(3.12)–(3.16) стосовно невiдомих (h(σ), a(σ), v(y, σ), w(y, σ), p(σ)). По-
вторюючи мiркування, наведенi в [4], легко переконатись у тому,
що задача (1.5)–(1.8) еквiвалентна задачi знаходження неперервно-
го розв’язку системи iнтегральних рiвнянь (3.12)–(3.16).
Встановимо iснування неперервного розв’язку системи iнтеграль-
них рiвнянь (3.12)–(3.16), застосовуючи теоремуШаудера про нерухо-
му точку цiлком неперервного оператора. Для цього виведемо оцiнки
розв’язкiв системи рiвнянь (3.12)–(3.16).
З (3.11) та (3.12) випливає нерiвнiсть
h(σ) ≤ H1 <∞, σ ∈ [0, T1]. (3.17)
Використовуючи цю оцiнку, за принципом максимуму [12, розд. 2]
маємо
v(y, σ) ≤M2 <∞, (y, σ) ∈ QT1 . (3.18)
У свою чергу, з (3.12), (3.18) та умови (A2) знаходимо
h(σ) ≥ σν0(σ)
σM2
≥ H0 > 0, σ ∈ [0, T1], (3.19)
де ν0(σ) = µ0(σ
1/β).
З умов (A1)–(A3) випливає, що
lim
σ→0
ν2(σ)− ν1(σ)
σ
= ν ′2(0)− ν ′1(0) =
1
β
(λ2(0)− λ1(0)) > 0, σ ∈ (0, T1],
а тому
ν2(σ)− ν1(σ)
σ
≥M3 > 0, σ ∈ (0, T1] (3.20)
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Встановимо поведiнку iнтегрального доданка в формулi (3.14).
Для цього припустимо, що величини w(y, σ), a(σ), p(σ) є обмежени-
ми. Враховуючи оцiнки функцiї Грiна [13, c. 469], матимемо∣∣∣∣∣
σ∫
0
dτ
τ∫
0
Gy(y, σ, η, τ)
((
ηp(τ)
τh(τ)
+
τ
1−β
β b(ηh(τ), τ)
βh(τ)
)
w(η, τ)
+
τ
1−β
β
β
(
c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)
)− ν ′1(τ)
− η
τ
(ν ′2(τ)− ν ′1(τ)) +
η
τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))
)
dη
∣∣∣∣∣
≤ C8
σ∫
0
dτ
τ∫
0
∣∣Gy(y, σ, η, τ)∣∣dη ≤ C9 σ∫
0
dτ√
θ(σ)− θ(τ)
≤ C10
σ∫
0
dτ√
σ1/β − τ1/β
, (y, σ) ∈ QT1 . (3.21)
З використанням замiни z = τσ знаходимо
σ∫
0
dτ√
σ1/β − τ1/β
= σ
1− 1
2β
1∫
0
dz√
1− z1/β
≤ C11σ1−
1
2β , (y, σ) ∈ QT1 .
(3.22)
Оскiльки для першого доданка з формули (3.14) правильною є оцiнка
(3.20), то звiдси випливає iснування такого числа σ1, 0 < σ1 ≤ T1, що
для y ∈ [0, σ], σ ∈ [0, σ1] виконується оцiнка
w(y, σ) ≥ 1
2
M3 > 0. (3.23)
Тодi з (3.15), (3.17) отримуємо
a(σ) ≤ A1 <∞, σ ∈ [0, σ1]. (3.24)
Позначимо
W (σ) ≡ max
0≤y≤σ
w(y, σ), amin(σ) ≡ min
0≤τ≤σ
a(τ).
З (3.14), (3.16) отримуємо нерiвностi
W (σ) ≤ C12 + C13
σ∫
0
(1 + |p(τ)|)(W (τ) + 1)√
θ(σ)− θ(τ) dτ, σ ∈ [0, σ1], (3.25)
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|p(σ)| ≤ C14 + C15W (σ), σ ∈ [0, σ1]. (3.26)
Пiдставимо (3.26) в (3.25):
W (σ) ≤ C12 + C16
σ∫
0
(W (τ) + 1)2√
θ(σ)− θ(τ) dτ.
Замiною W1(σ) ≡W (σ) + 1 надамо отриманiй нерiвностi вигляду
W1(σ) ≤ C17 + C18√
amin(σ)
σ∫
0
W 21 (τ) dτ√
σ1/β − τ1/β
. (3.27)
Оскiльки τ ≤ σ i β ≤ 1, то ( τσ)1/β−1 ≤ 1, i нерiвнiсть (3.27) зводиться
до вигляду
W1(σ) ≤ C17 + C18√
amin(σ)σ1/β−1
σ∫
0
W 21 (τ) dτ√
σ − τ . (3.28)
Пiднесемо цю нерiвнiсть до квадрата. Використовуючи нерiвностi Ко-
шi та Кошi–Буняковського, отримаємо
W 21 (σ) ≤ C19 +
C20
amin(σ)σ1/β−3/2
σ∫
0
W 41 (τ) dτ√
σ − τ .
Покладемо в попереднiй нерiвностi σ = s, домножимо на 1√
σ−s i про-
iнтегруємо вiд 0 до σ:
σ∫
0
W 21 (s) ds√
σ − s ≤ C21
√
σ + C20
σ∫
0
ds
amin(s)s1/β−3/2
s∫
0
W 41 (τ) dτ√
(s− τ)(σ − s)
≤ C21
√
σ +
C20
amin(σ)
σ∫
0
W 41 (τ) dτ
σ∫
τ
ds
s1/β−3/2
√
(s− τ)(σ − s) . (3.29)
Нехай 12 < β <
2
3 . Тодi, враховуючи рiвнiсть
σ∫
τ
ds√
(s− τ)(σ − s) = pi,
маємо
σ∫
0
W 21 (s) ds√
σ − s ≤ C21
√
σ +
C22
amin(σ)
σ∫
0
W 41 (τ) dτ
τ1/β−3/2
.
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Пiдставляючи останню нерiвнiсть в (3.28), отримуємо
W1(σ) ≤ C17 + C23σ
2β−1
2β√
amin(σ)
+
C24
a
3/2
min(σ)σ
1−β
2β
σ∫
0
W 41 (τ) dτ
τ1/β−3/2
≤ C17 + C23σ
2β−1
2β√
amin(σ)
+
C24
a
3/2
min(σ)
σ∫
0
W 41 (τ) dτ
τ
3
2β
−2 . (3.30)
Позначимо
Φ(σ) = C17 +
C23σ
2β−1
2β√
amin(σ)
, Ψ(σ) =
C24
a
3/2
min(σ)
, (3.31)
H(σ) =
Φ(σ)
Ψ(σ)
+
σ∫
0
W 41 (τ) dτ
τ
3
2β
−2 . (3.32)
Тодi з (3.30) отримаємо
W1(σ)
Ψ(σ)
≤ H(σ). (3.33)
Продиференцiюємо (3.32) по σ i врахуємо (3.33):
H ′(σ) ≤
(
Φ(σ)
Ψ(σ)
)′
+
H4(σ)Ψ4(σ)
σ
3
2β
−2 . (3.34)
Останню нерiвнiсть подiлимо на H4(σ) i проiнтегруємо її вiд 0 до σ:
1
3H3(0)
− 1
3H3(σ)
≤ Φ(σ)
Ψ(σ)H4(σ)
− Φ(0)
Ψ(0)H4(0)
+ 4
σ∫
0
Φ(τ)H ′(τ)
Ψ(τ)H5(τ)
dτ +
σ∫
0
Ψ4(τ) dτ
τ
3
2β
−2 .
З (3.32) випливає, що H(0) =
Φ(0)
Ψ(0)
. Отже,
H4(σ)
3H3(0)
(
4− 3H3(0)
(
4
σ∫
0
Φ(τ)H ′(τ)
Ψ(τ)H5(τ)
dτ +
σ∫
0
Ψ4(τ) dτ
τ
3
2β
−2
))
≤ Φ(σ)
Ψ(σ)
+
H(σ)
3
. (3.35)
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В iнтегралi
∫ σ
0
Φ(τ)H′(τ)
Ψ(τ)H5(τ)
dτ зробимо замiну z = H(τ), внаслiдок чого
отримаємо
σ∫
0
Φ(τ)H ′(τ)
Ψ(τ)H5(τ)
dτ =
H(σ)∫
H(0)
Φ(H−1(z)) dz
Ψ(H−1(z))z5
,
де H−1(z) — обернена функцiя до H(σ).
Оскiльки
4
H(σ)∫
H(0)
Φ(H−1(z)) dz
Ψ(H−1(z))z5
+
σ∫
0
Ψ4(τ) dτ
τ
3
2β
−2 → 0 при σ → 0,
то iснує таке число σ2 : 0 < σ2 ≤ T1, що
4−3H3(0)
(
4
σ∫
0
Φ(τ)H ′(τ)
Ψ(τ)H5(τ)
dτ+
σ∫
0
Ψ4(τ) dτ
τ
3
2β
−2
)
≥ 1, σ ∈ [0, σ2]. (3.36)
Тодi з (3.35) випливає нерiвнiсть
H4(σ)
3H3(0)
≤ Φ(σ)
Ψ(σ)
+
H(σ)
3
, σ ∈ [0, σ2],
або
H4(σ) ≤ 3Φ(σ)
Ψ(σ)
H3(0) +H(σ)H3(0), σ ∈ [0, σ2].
Використовуючи це в (3.34), знаходимо
H ′(σ) ≤
(
Φ(σ)
Ψ(σ)
)′
+
3Φ(σ)Ψ3(σ)H3(0)
σ
3
2β
−2 +
H(σ)H3(0)Ψ4(σ)
σ
3
2β
−2 .
Домножимо цю нерiвнiсть на exp
(−H3(0) ∫ σ0 Ψ4(s) ds
s
3
2β
−2
)
i проiнтегру-
ємо вiд 0 до σ:
H(σ) exp
(
−H3(0)
σ∫
0
Ψ4(s) ds
s
3
2β
−2
)
−H(0)
≤ Φ(σ)
Ψ(σ)
exp
(
−H3(0)
σ∫
0
Ψ4(s) ds
s
3
2β
−2
)
− Φ(0)
Ψ(0)
+ 4H3(0)
σ∫
0
Φ(τ)Ψ3(τ) exp
(
−H3(0)
τ∫
0
Ψ4(s) ds
s
3
2β
−2
)
τ
3
2β
−2 dτ.
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Надамо останнiй нерiвностi вигляду
H(σ) ≤ Φ(σ)
Ψ(σ)
+ 4H3(0)
σ∫
0
Φ(τ)Ψ3(τ) exp
(
H3(0)
σ∫
τ
Ψ4(s) ds
s
3
2β
−2
)
τ
3
2β
−2 dτ.
Тодi з (3.33) маємо
W1(σ) ≤ Φ(σ) + 4H3(0)Ψ(σ)
σ∫
0
Φ(τ)Ψ3(τ) dτ
τ
3
2β
−2 exp
(
H3(0)
σ∫
0
Ψ4(s) ds
s
3
2β
−2
)
.
Враховуючи позначення (3.31), отримуємо
W (σ) ≤ C17+ C23σ
2β−1
2β√
amin(σ)
+
C25
a
3/2
min(σ)
σ∫
0
(
C17+
C23τ
2β−1
2β√
amin(τ)
)
dτ
a
9/2
min(τ)τ
3
2β
−2
× exp
(
C26
σ∫
0
ds
a6min(s)s
3
2β
−2
)
.
Iснує таке число σ3 ∈ (0, T1], що
C25
a
3/2
min(σ)
σ∫
0
(
C17 +
C23τ
2β−1
2β√
amin(τ)
)
dτ
a
9/2
min(τ)τ
3
2β
−2
× exp
(
C26
σ∫
0
ds
a6min(s)s
3
2β
−2
)
≤ C17, (3.37)
а тому
W (σ) ≤ 2C17 + C23σ
2β−1
2β√
amin(σ)
. (3.38)
Звiдси та з (3.15) випливає нерiвнiсть
2C17amin(σ) + C23σ
2β−1
2β
√
amin(σ)− C27 ≥ 0,
тобто √
amin(σ) ≥
√
C223σ
2β−1
β + 8C17C27 − C23σ
2β−1
2β
4C17
.
Отже,
amin(σ) ≥
(√
C223σ
2β−1
β + 8C17C27 − C23σ
2β−1
2β
)2
16C217
. (3.39)
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З (3.39), (3.38), (3.16) маємо
a(σ) ≥ A0 > 0, |p(σ)| ≤M4, σ ∈ [0, σ∗],
w(y, σ) ≤M5, (y, σ) ∈ Qσ∗ ,
(3.40)
де σ∗ = min{σ2, σ3}, а сталi A0,M4,M5 залежать лише вiд вихiдних
даних.
Легко бачити, що оцiнки (3.40) зберiгаються i у випадку 23 ≤ β ≤
1, оскiльки нерiвнiсть (3.29) можна продовжити, враховуючи те, що
s3/2−1/β ≤ T 3/2−1/β1 . Отже, оцiнки розв’язкiв системи (3.12)–(3.16)
отриманi.
Подамо систему рiвнянь (3.12)–(3.16) у виглядi
ω = Pω, (3.41)
де ω = (h, v, w, a, p), а оператор P визначений правими частинами
рiвнянь (3.12)–(3.16), при цьому рiвняння (3.15) слiд переписати у
виглядi
a(σ) =
h(σ)ν3(σ)
w(0, σ)
, σ ∈ (0, T1].
Використовуючи отриманi оцiнки розв’язкiв системи рiвнянь (3.12)–
(3.16) та застосовуючи процедуру, детально викладену в [4], визначи-
мо множину N ≡ {(h, v, w, a, p) ∈ C[0, σ0] × (C(Qσ0))2 × (C[0, σ0])2 :
H0 ≤ h(σ) ≤ H1, M6 ≤ v ≤ M7, M8 ≤ w ≤ M9, |p| ≤ M10}, де
число σ0, 0 < σ0 ≤ T, визначається вихiдними даними так, щоб опе-
ратор P переводив множину N в себе. Компактнiсть оператора P
на множинi N встановлено в [14]. Застосовуючи теорему Шаудера,
отримуємо iснування хоча б однiєї нерухомої точки оператора P в N .
Це означає, що iснує класичний розв’язок задачi (1.1)–(1.4). Теорему
доведено.
Зауважимо, що у випадку β = 1 рiвняння (1.5) не вироджується.
Нехай β > 1 i виконується умова:
(A4) µ′4(t) ≡ tβ−1λ4(t), f˜(x, t) ≡ tβ−1f0(x, t), b˜(x, t) ≡ tβ−1b0(x, t),
c˜(x, t) ≡ tβ−1c0(x, t),
де функцiї f0, b0, c0 ∈ C([0,+∞)×[0, T ]) задовольняють локально умо-
ву Гельдера по x з показником α ∈ (0, 1), а функцiя λ4(t) неперервна
на [0, T ].
Теорема 3.2. Нехай β > 1 i виконуються припущення (A1)–(A4).
Тодi iснує хоча б один розв’язок (h˜(t), a˜(t), u(x, t)) задачi (1.1)–(1.4),
який належить до класу C1(0, T0] ∩ C[0, T0] × C[0, T0] × C2,1(QT0) ∩
C1,0(QT0), де T0, 0 < T0 ≤ T визначається вихiдними даними задачi.
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Доведення. Доведення теорем 3.1 i 3.2 вiдрiзняються тiльки оцiнками
виразiв (w(σ, σ)−w(0, σ))σ 1β−1 , σ 1−ββ b(yh(σ), σ)w(y, σ), σ 1−ββ (f(yh(σ),
σ)+c(yh(σ), σ)v(y, σ)). За умовою (A4) останнi два вирази обмеженi.
Враховуючи (3.14), розглянемо вираз
w(σ, σ)− w(0, σ) =
σ∫
0
dτ
τ∫
0
(Gy(σ, σ, η, τ)
−Gy(0, σ, η, τ))
((
ηp(τ)
τh(τ)
+
τ
1−β
β b(ηh(τ), τ)
βh(τ)
)
w(η, τ)
+
τ
1−β
β
β
(
c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)
)− ν ′1(τ)− ητ (ν ′2(τ)
− ν ′1(τ)) +
η
τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))
)
dη, (y, σ) ∈ QT1 .
Оскiльки функцiї G(σ, σ, η, τ) i G0(σ, σ, η, τ) мають однаковi особли-
востi, то достатньо оцiнити вираз
σ∫
0
dτ
τ∫
0
∣∣G(1)0y (σ, σ, η, τ)−G(1)0y (0, σ, η, τ)∣∣ dη,
де використано позначення
G
(i)
0 (y, σ, η, τ) =
1
2
√
pi(θ(σ)− θ(τ))
∞∑
n=−∞
(
exp
(
−(y − η + 2nσ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
+ (−1)i exp
(
−(y + η + 2nσ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
))
, i = 1, 2,
θ(σ) =
σ∫
0
a(τ)
βτ
β−1
β h2(τ)
dτ.
Беручи до уваги те, що
G
(1)
0y (0, σ, η, τ) ≥ 0, G(1)0y (σ, σ, η, τ) ≤ 0,
G
(1)
0y (y, σ, η, τ) = −G(2)0η (y, σ, η, τ),
маємо
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σ∫
0
dτ
τ∫
0
|G(1)0y (σ, σ, η, τ)−G(1)0y (0, σ, η, τ)| dη
=
σ∫
0
dτ
τ∫
0
(G
(2)
0η (σ, σ, η, τ)−G(2)0η (0, σ, η, τ)) dη
=
σ∫
0
(G
(2)
0 (σ, σ, τ, τ)−G(2)0 (0, σ, τ, τ)−G(2)0 (σ, σ, 0, τ)+G(2)0 (0, σ, 0, τ)) dτ
=
σ∫
0
1
2
√
pi(θ(σ)− θ(τ))
∞∑
n=−∞
(
exp
(
−((2n+ 1)σ − τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
+ exp
(
−((2n+ 1)σ + τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
− exp
(
− (2nσ − τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
− exp
(
− (2nσ + τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
− 2 exp
(
− ((2n+ 1)σ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
+ 2 exp
(
− (2nσ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
))
dτ
=
σ∫
0
1
2
√
pi(θ(σ)− θ(τ))
∞∑
n=−∞
(−1)n+1
(
exp
(
− (nσ − τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
+ exp
(
− (nσ + τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
− 2 exp
(
− (nσ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
))
dτ
=
σ∫
0
1√
pi(θ(σ)− θ(τ))
∞∑
n=−∞
(−1)n
(
exp
(
− (nσ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
− exp
(
− (nσ + τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
))
dτ.
Зважаючи на те, що
∞∑
n=−∞
(−1)n
(
exp
(
− (nσ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
− exp
(
− (nσ + τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
))
≤
∞∑
n=−∞
(
exp
(
− (nσ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
+ exp
(
− (nσ + τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
))
≤ 2 +
∞∑
n=1
(
2 exp
(
− (nσ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
+ exp
(
− (nσ + τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
)
+ exp
(
− (nσ − τ)
2
4(θ(σ)− θ(τ))
))
,
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та застосовуючи лему 2.1.1 [11], отримуємо
σ∫
0
dτ
τ∫
0
∣∣G(1)0y (σ, σ, η, τ)−G(1)0y (0, σ, η, τ)∣∣ dη
≤ C28
σ∫
0
dτ√
θ(σ)− θ(τ) + C29σ
або
|(w(σ, σ)− w(0, σ))σ1/β−1| ≤ C30σ
1
2β . (3.42)
За наявностi оцiнки (3.42) доведення теореми 3.2 завершується
так само, як i доведення теореми 3.1.
4. Єдинiсть розв’язку задачi (1.1)–(1.4)
Теорема 4.1. Нехай 12 < β ≤ 1 i виконується умова:
(A5) b˜, c˜, f˜ ∈ C1,0([0,+∞) × [0, T ]), µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2; µi(t) 6= 0,
i = 2, 3, µ4(t) = µ0(t)t
β , µ0(t) 6= 0, t ∈ [0, T ].
Тодi задача (1.1)–(1.4) не може мати бiльше одного розв’язку (h˜(t),
a˜(t), u(x, t)), який належить до класу C1(0, T ] ∩ C[0, T ] × C[0, T ] ×
C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT ).
Доведення. Оскiльки задача (1.1)–(1.4) еквiвалентна задачi (1.5)–
(1.8), то достатньо довести єдинiсть розв’язку задачi (1.5)–(1.8). При-
пустимо, що iснує два рiзних розв’язки (hi(σ), ai(σ), vi(y, σ)), i = 1, 2
задачi (1.5)–(1.8). Позначимо h(σ) ≡ h1(σ) − h2(σ), a(σ) ≡ a1(σ) −
a2(σ), v(y, σ) ≡ v1(y, σ)− v2(y, σ).
Перетворимо рiзницю
b(yh1(σ), σ)− b(yh2(σ), σ)
= y(h1(σ)− h2(σ))
1∫
0
∂b(z, σ)
∂z
∣∣∣∣
z=yh2(σ)+sy(h1(σ)−h2(σ))
ds.
Аналогiчно можна подати рiзницi c(yh1(σ), σ)−c(yh2(σ), σ) i f(yh1(σ),
σ) − f(yh2(σ), σ). Тодi з (1.5)–(1.8) отримаємо таку задачу вiдносно
(h(σ), a(σ), v(y, σ)):
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vσ =
σ
1−β
β a1(σ)
βh21(σ)
vyy
+
(
yh′1(σ)
h1(σ)
+
σ
1−β
β b(yh1(σ), σ)
βh1(σ)
)
vy +
σ
1−β
β c(yh1(σ), σ)
β
v
+
σ
1−β
β (a(σ)h22(σ)− a2(σ)h(σ)(h1(σ) + h2(σ)))
βh21(σ)h
2
2(σ)
v2yy
+
(
y(h′(σ)h2(σ)− h′2(σ)h(σ))
h1(σ)h2(σ)
+
σ
1−β
β
βh1(σ)h2(σ)
×
(
yh(σ)h2(σ)
1∫
0
∂b(z, σ)
∂z
∣∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)
ds− b(yh2(σ), σ)h(σ)
))
v2y
+
σ
1−β
β
β
(
h(σ)yv2
1∫
0
∂c(z, σ)
∂z
∣∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)
ds
+ yh(σ)
1∫
0
∂f(z, σ)
∂z
∣∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)
ds
)
, (y, σ) ∈ QT1 , (4.1)
v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1], (4.2)
a1(σ)vy(0, σ) = ν3(σ)h(σ)− a(σ)v2y(0, σ), σ ∈ [0, T1], (4.3)
h1(σ)
σ∫
0
v(y, σ) dy = −h(σ)
σ∫
0
v2(y, σ) dy, σ ∈ [0, T1]. (4.4)
Використовуючи функцiю Грiна G∗(y, σ, η, τ) першої крайової за-
дачi для рiвняння
vσ =
σ
1−β
β a1(σ)
βh21(σ)
vyy +
(
yh′1(σ)
h1(σ)
+
σ
1−β
β b(yh1(σ), σ)
βh1(σ)
)
vy, (y, σ) ∈ QT1 ,
зведемо задачу (4.1)–(4.4) до наступної системи рiвнянь:
v(y, σ) =
σ∫
0
dτ
τ∫
0
G∗(y, σ, η, τ)
(
τ
1−β
β c(ηh1(τ), τ)
β
v(η, τ)
+
τ
1−β
β (a(τ)h22(τ)− a2(τ)h(τ)(h1(τ) + h2(τ)))
βh21(τ)h
2
2(τ)
v2ηη(η, τ)
+
(
η(h′(τ)h2(τ)− h′2(τ)h(τ))
h1(τ)h2(τ)
+
τ
1−β
β
βh1(τ)h2(τ)
(
ηh(τ)h2(τ)
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×
1∫
0
∂b(z, τ)
∂z
∣∣∣∣
z=yh2(τ)+syh(τ)
ds− b(ηh2(τ), τ)h(τ)
)
v2η(η, τ)
+
τ
1−β
β
β
(
h(τ)ηv2(η, τ)
1∫
0
∂c(z, τ)
∂z
∣∣∣∣
z=yh2(τ)+syh(τ)
ds
+ ηh(τ)
1∫
0
∂f(z, τ)
∂z
∣∣∣∣
z=yh2(τ)+syh(τ)
ds
))
dη, (y, σ) ∈ QT1 , (4.5)
h(σ) = −
h1(σ)
σ∫
0
v(y, σ)dy
σ∫
0
v2(y, σ)dy
, σ ∈ [0, T1], (4.6)
a(σ) =
ν3(σ)h(σ)− a1(σ)vy(0, σ)
v2y(0, σ)
, σ ∈ [0, T1], (4.7)
p(σ) =
1
ν2(σ)
(
−h(σ)ν2(σ)− σ
1−β
β
β
(
a1(σ)
h1(σ)
(vy(σ, σ)− vy(0, σ))
+
σ∫
0
(
b(yh1(σ), σ)vy(y, σ) + h1(σ)c(yh1(σ), σ)v(y, σ)
)
dy
+
a(σ)h2(σ)− a2(σ)h(σ)
h1(σ)h2(σ)
(v2y(σ, σ)− v2y(0, σ))
+
σ∫
0
(
yh(σ)v2y(y, σ)
1∫
0
∂b(z, σ)
∂z
∣∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)
ds
+ (h1(σ)yh(σ)
1∫
0
∂c(z, σ)
∂z
∣∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)
ds+ h(σ)c(yh2(σ), σ))v2(y, σ)
+ yh(σ)
1∫
0
∂f(z, σ)
∂z
∣∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)
ds
)
dy
))
, σ ∈ [0, T1]. (4.8)
Якщо пiдставити (4.5) у формулу (4.6) i отриману формулу разом
iз (4.5) у (4.7) та (4.8), то легко переконатись у тому, що (4.5)–(4.8) є
системою iнтегральних рiвнянь Вольтерра другого роду. Встановимо
iнтегровнiсть ядер системи (4.5)–(4.8). З умови (A5) та з того, що
v2(y, σ) задовольняє (1.7) та (1.8) випливає, що знаменники в (4.7),
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(4.8) вiдмiннi вiд нуля. Оскiльки v2(y, σ) задовольняє (1.8), то з (4.6)
та умови (A5) маємо
h(σ) = −
h1(σ)h2(σ)
σ∫
0
v(y, σ) dy
ν4(σ)
= −
h1(σ)h2(σ)
σ∫
0
v(y, σ) dy
σν0(σ)
= −h1(σ)h2(σ)σv(y˜, σ)
σν0(σ)
= −h1(σ)h2(σ)v(y˜, σ)
ν0(σ)
, y˜ ∈ [0, σ], σ ∈ [0, T1].
Отже, ядро в (4.6) є iнтегровним.
Дослiдимо поведiнку v2yy(y, σ) при σ → 0. Зробимо замiну v2(y, σ)
= v˜2(y, σ)+ν1(σ)+
y
σ (ν2(σ)−ν1(σ)). Тодi з (1.5)–(1.8) отримаємо задачу
вiдносно функцiї v˜2(y, σ):
v˜2σ =
σ
1−β
β a2(σ)
βh22(σ)
v˜2yy +
(
yh′2(σ)
h2(σ)
+
σ
1−β
β b(yh2(σ), σ)
βh2(σ)
)
v˜2y
+
σ
1−β
β
β
(
c(yh2(σ), σ)v˜2 + f(yh2(σ), σ)
)− ν ′1(σ)− yσ (ν ′2(σ)− ν ′1(σ))
+
y
σ2
(ν2(σ)− ν1(σ)) +
(
yh′2(σ)
h2(σ)
+
σ
1−β
β b(yh2(σ), σ)
βh2(σ)
)
ν2(σ)− ν1(σ)
σ
+
σ
1−β
β
β
c(yh2(σ), σ)
(
ν1(σ) +
y
σ
(ν2(σ)− ν1(σ))
)
, (y, σ) ∈ QT1 , (4.9)
v˜2(0, σ) = v˜2(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1]. (4.10)
Використовуючи функцiю Грiна G∗∗(y, σ, η, τ) першої крайової задачi
для рiвняння
v˜2σ =
σ
1−β
β a2(σ)
βh22(σ)
v˜2yy +
(
yh′2(σ)
h2(σ)
+
σ
1−β
β b(yh2(σ), σ)
βh2(σ)
)
v˜2y
+
σ
1−β
β
β
c(yh2(σ), σ)v˜2,
знаходимо розв’язок задачi (4.9), (4.10), звiдки отримуємо
v2(y, σ) = ν1(σ) +
y
σ
(ν2(σ)− ν1(σ))
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+
σ∫
0
dτ
τ∫
0
G∗∗(y, σ, η, τ)
(
τ
1−β
β
β
f(ηh2(τ), τ)− ν ′1(τ)
− η
τ
(ν ′2(τ)− ν ′1(τ)) +
η
τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))+
+
(
ηh′2(τ)
h2(τ)
+
τ
1−β
β b(ηh2(τ), τ)
βh2(τ)
)
ν2(τ)− ν1(τ)
τ
+
τ
1−β
β
β
c(ηh2(τ), τ)
(
ν1(τ) +
η
τ
(ν2(τ)− ν1(τ))
))
dη, (y, σ) ∈ QT1 .
(4.11)
Продиференцiюємо вираз (4.11) двiчi по y:
v2yy(y, σ) =
σ∫
0
dτ
τ∫
0
G∗∗yy(y, σ, η, τ)
(
τ
1−β
β
β
f(ηh2(τ), τ)
− ν ′1(τ)−
η
τ
(ν ′2(τ)− ν ′1(τ)) +
η
τ2
(ν2(τ)− ν1(τ))
+
(
ηh′2(τ)
h2(τ)
+
τ
1−β
β b(ηh2(τ), τ)
βh2(τ)
)
ν2(τ)− ν1(τ)
τ
+
τ
1−β
β
β
c(ηh2(τ), τ)
(
ν1(τ) +
η
τ
(ν2(τ)− ν1(τ))
))
dη, (y, σ) ∈ QT1 .
(4.12)
Для оцiнки отриманого виразу застосуємо оцiнку других похiдних
об’ємних теплових потенцiалiв [12, c. 23], яка для даного випадку
матиме вигляд∣∣∣∣∣
σ∫
0
dτ
τ∫
0
G∗∗yy(y, σ, η, τ)f(η, τ) dη
∣∣∣∣∣ ≤ C31
σ∫
0
dτ
(θ2(σ)− θ2(τ))1−γ/2
.
Тут f(y, σ)— неперервна в QT функцiя, яка за змiнною y задовольняє
умову Гельдера з показником γ, 0 < γ < 1. Подамо η як η = ηγη1−γ .
Враховуючи те, що функцiя ηγ задовольняє умову Гельдера з пока-
зником γ, 0 < γ < 1, та рiвностi ν ′i(σ) =
1
βµ
′
i(σ
1/β)σ1/β−1, i = 1, 2, з
(4.12) маємо∣∣∣∣∣
σ∫
0
dτ
τ∫
0
G∗∗yy(y, σ, η, τ)
ν ′2(τ)− ν ′1(τ)
τ
η dη
∣∣∣∣∣
≤ C32
σ∫
0
τ
1−β
β
−γ
dτ
(θ2(σ)− θ2(τ))1−γ/2
, (4.13)
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де
θ2(σ) =
σ∫
0
a2(τ)τ
1−β
β
βh22(τ)
dτ.
Решту доданкiв в (4.12) оцiнюємо аналогiчно, використовуючи умову
(A5).
Беручи до уваги нерiвнiсть θ2(σ)−θ2(τ) ≥ C33(σ1/β−τ1/β), з (4.12)
i (4.13) отримуємо
|v2yy(y, σ)| ≤ C34
σ∫
0
τ
1−β
β
−γ
dτ
(θ(σ)− θ(τ))1−γ/2 ≤ C35
σ∫
0
τ
1−β
β
−γ
dτ
(σ1/β − τ1/β)1−γ/2 .
Звiдси пiсля замiни z = τσ отримаємо
|v2yy(y, σ)| ≤ C36σ
γ
2β
−γ
1∫
0
z
1−β
β
−γ
dz
(1− z1/β)1−γ/2 ≤ C37σ
γ
2β
−γ
.
З того, що γ ∈ (0, 1), випливає γ2β − γ > −1, тому особливiсть в
v2yy(y, σ) є iнтегровною. Тодi за властивостями iнтегральних рiвнянь
Вольтерра другого роду система рiвнянь (4.5–(4.8) має тiльки три-
вiальний розв’язок v(y, σ) ≡ 0, h(σ) ≡ 0, a(σ) ≡ 0, p(σ) ≡ 0, y ∈
[0, σ], σ ∈ [0, T1]. Тому розв’язок задачi (1.5)–(1.8), а, отже, i задачi
(1.1–(1.4) єдиний. Теорему доведено.
Теорема 4.2. Нехай β > 1 i виконується умова
(A6) b˜, c˜, f˜ ∈ C1,0([0,∞)× [0, T ]), µi ∈ C1[0, T ], µ′i(t) = λi(t)tβ−1, λi ∈
C[0, T ], i = 1, 2, µi(t) 6= 0, i = 2, 3, µ4(t) = µ0(t)tβ , µ0(t) 6= 0,
t ∈ [0, T ].
Тодi задача (1.1)–(1.4) не може мати бiльше одного розв’язку (h˜(t),
a˜(t), u(x, t)), який належить до класу C1(0, T ] ∩ C[0, T ] × C[0, T ] ×
C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT ).
Доведення. Доведення теорем 4.1 i 4.2 вiдрiзняються тiльки оцiнкою
виразу σ
1−β
β v2yy(y, σ). Зафiксуємо деяке γ ∈ (0, 1) i оцiнимо вираз
∣∣∣∣
σ∫
0
dτ
τ∫
0
G∗∗yy(y, σ, η, τ)
ν ′2(τ)− ν ′1(τ)
τ
η dη
∣∣∣∣
≤ C38
σ∫
0
dτ
τγ(θ2(σ)− θ2(τ))1−γ/2
, (4.14)
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враховуючи при цьому, що з умови (A6) випливає
ν ′i(σ) =
1
β
µ′i(σ
1/β)σ
1−β
β =
1
β
λi(σ
1/β), i = 1, 2.
Тодi з (4.12) i (4.14) маємо
|v2yy(y, σ)| ≤ C39
σ∫
0
dτ
τγ(θ2(σ)− θ2(τ))1−γ/2
≤ C40
σ∫
0
dτ
τγ(σ1/β − τ1/β)1−γ/2 ≤ C41σ
1− 1
β
+ γ
2β
−γ
.
Використовуючи отриману нерiвнiсть, знаходимо оцiнку
|σ 1−ββ v2yy(y, σ)| ≤ C42σ
γ
2β
−γ
,
i доведення теореми 4.2 завершується аналогiчно до доведення тео-
реми 4.1.
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